On multigrid methods for vector-valued Allen-Cahn equations by Kornhuber, R. & Krause, R.
  	
 
 	 	
  
  
  	

 
   

 
  

 	
 
	 
  			
    	

   
 	       
 
	   	
  	  
    		
        
  		  
    		
 
    	
    
!   "
   	!	 !       	
 	  
   
       "
  
 	    

   	

		# $  	 	 %& '( )	 
*
   
		 	    	 
*  
	
  	!  	!  )   	   
 
	   		   $ 	   	
 
   	      %+( ,    	 
	!
 
 
   *   
  		 	

 
 
  !		 ! )	 	!
 $ 
 	
  %- .(   
  /	  		 
		 
 Æ   

& 
 	 
  
, 
 	 	     	!	 0	"

	1 
 2    
 
  3   & ' 4    	  0 1   3
2 %5 

( 

 5  
   	     

0 1   

   3 0 
 
 	 	 	   

1

  	 	    


   	    
    
6    
  	   

 ! 
 

  
 %'( 
 0 1  
 3    

 

 5
 



3   0 1  	
,     7!8
 	  !    
! 
	0 1 3


 



 


 



9:0 1    5	
  $
  
 	 ! 
    !
	 :   
 		   
 !!    
  	
   
 	  
 !  	
 !  ! 	! 	    	
 		#
$
 

3 

 
	0 1 3 

;  


:0 10 1
 
  	
	    		  	    
 !"#"$%  &'
 
   	 
	    <!   3 0    	 	 	   1   

 
=  >  

 ?

3    


 



3 5 

 
 3  
 

0   1 
      	  0 1  
   ? 3    


 



3   
	    Æ 	 ? ) %'(  
	
@       	 	 : 3 :
 

:
 
0 1 3

 

 

 

    

9 	
A	 	  :
 
 
  
      
 
 	 	 	  

  

  
    ! / 
 

  	  0 1   


0  1 9 

0
 
0   11 0     1  
 

0     1   0&1
   
  

      

 0 1   >3   
 
021

 01  
   2 5    

	
 

   	 
  0 51 3  

 
8 
	
  !   2  !	 0
1  	 


	
3 0&
	
1       

  
	

  

	
3   021  



 	   
	
	
/  
* 0&1    
 4	   *   5   
 0  1  :
 
  		 0 ! % (1 <*   
 	  	  	
   
 	 $	
 
	

 
	
>  
	

    
	

9 

0
 
	


0   
	

11 
0  9 1 
	
 



     
	

   
	
0'1
  	
      6   
   	
 




      
 

	
3   

	
 01  
   
	
	0+1
 
	
   	
    

	

  	  !
  	 
 
  0'1    
  

	
   $
	  
	

   *   5  %B(
'  
,  
  7C)
	  	   
 	
$	   
 
	
 
	
> 0 
	
    
	
1  0 
	
    
	
1   
	
0B1
    
 	  0 1  

	
   0

	
1


 
	


  0+1 D  0'1   	   0B1
/  
	
     Æ   

	

   	

	
3   

	

 



01 3 5 6  	!  
	
!   
   
  0B1 , 
  	!

	
3

 

 


 

3 

 


3 
	




  3   	 	 	 
	
0-1
 
	


  3   	 	 	   
	
 
  
	   
	
   

  


 3   	 	 	 ! >3
 

0   1  !   
!  
  3 0 "1  
 
 
	
>3  
	
! 
  	!    
 
  		 )!
  ! #   

	
3> $


 
	
    $  

 $


3 $

 
3 


  3   	 	 	 
	
    


  $ 	
  		 	



 


0


   


1  0  


1 0$

 
   


1   


0E1
  	
   


3 


0$

 
1  

 



0$

 
1 3   

 $

 
9   
	
	
@		       
	 
	

 
	 
	
30 

	
1 >3 $


 
3  

	
9

 

 



	0.1
  		  ! %B(  0B1  $	   
 "
* 	
 
	
 
	
>  0 
	
1   01   
	
0F1
  $
 ! 	
 01 3
 

0 1 01   

	
	
)   0.1   !

    * 
   
  

  3   	 	 	 
	
  	  
 0 
	 
	
1   0$


1   0 

	
1  3   	 	 	 
	
 # 3 5   	 	 	 	0 51
  		! 	  	   !  0.1
      	
 %&  
 

   

& 3 % 9


 
'



0  1
  

  
 

 
% 9 '



 
 " 3   	 	 	 !	
 , 	    
         3 & ' +
  	     8 %&  
  ! G		 

 
 	 	 	  

  


      

 H 
  
  
Æ (
 
 	 	 	  (

  
$ 3


 
(



 (

 5 (
 
9   9 (

3  	0 &1

/         

  

    
   0 &1 
  

 	 
 0  1
,  
   !
!	       

  

	
 
	
 
  
  	


 
   
	
 
 , 	    
  	 !      "
 &   %E( I	*! 0 51    0 

	
1   0 

	
1    		 #  5  
$  $   0 

	
1
 
 

  

	
  
"
  $  0 

	
1
 
  $ 0 


	
1
 
 ! 
  

	
 
	
 ,     

	
3  
	
 D  0 51 	
 
 0 

 
	
1   00 


	
11   0 


	
1  3   	 	 	 
  

  0.1       
	
      	
 
  
 00 

	
11 3  0 

	
1	
6 !  $

3  

	
 		  



  0E1  * !!
5  01 0 

	
 1   


0 

	
1  3   	 	 	 
	
	0 '1
/ 	 $  
	
     
 $  8  
   
 $ 3  

	
9
 

 
 


  

 


  

	
9 

 
	
 


 


0 

	
1 !  3 

 0 '1 
 !    3   	 	 	 
	
  
0 

	
 $   
	
1  0$   
	
1	
6  

	
  	  0B1   
	
  $ 	  0B1  !  

	
3
 
	
 ,     $   $ !!   
	

6  	 $ 0 

	
1
 
 !   
	

	  0.1  
   




3   

  3 )
	




 *


 )  *



 		 	 *


 5  *




!   	 
 
$


        


$  
  
		 	 *


 *


+ 3   	 	 	 !    $     
	!	 	 $ 0!

 
	
1 3 0


 
	
1  
+ " # 
  ! 
  7C)
	  	 0.1 
 
	
 
!  * 
	
  
  	 !  
 


 	!

	
3

 

 


9


 


 
	 



 


3 


 


 
	
0 +1
 

  3   	 	 	 
	
 

  0-1   

	  
 





       	$   
 
  	
  	!    


!  	 
=

   	  
	

     		
     

, 
  	! 


  
 

  		 )"
!   !   

	
 
	
     
 

 J 

	
3 $


 
3
0 

	
1   !
 ! 0.1 ) K !
 L 

 

 


 

> 0

   

1  0  

1 0$

 
   

1   

0 B1

! $


3 $

 
9 

  3 
	
9  	 	 	 !

	
 <  	!   


  !
  	       


 
  


  6 
   	
   

 !
5  

  


3   


 $

 
9   
	
	
     ! 
 
	 
	
3 $



 
3 J 

	
9


 


 
	 


	0 -1
  !   	 			       &   %-(
!	 &     

  

	
 
	
 
 


  

  	

  
   
	
 
    		 
  !    

 


	

0 
	
1 3   
	
  
	

01 3 5  3   	 	 	  	
 	
  !   


	

0 

	
1 3 

	

0 
	
1 #  #

0 E1
	
   #

    ! 	  
 


  

! 
   
0 
	
 
	



1  0 1


0
	



1 "  0

 

1 3 5   

	

0 
	
1
 	 ,



!     


 		   
	
01 3 

	
  		 " 3  
   

	

0 
	
1 !   0 E1    
 	   8 &&  %-( I	  	    	
 
*
 	
 		# $ 0'1   
	
01 3 



   " G		     		   :
 

B $ 

  
	
 	!  -    		  "
!	 

       $  !	 

       
	



! 
  	  

       
	
  !  	!
  
   	 !	*
       
	   !	  	 
 A 	  "
!	   

 


   ! !	  
  
 
 !	 
	 

I!  
	   


   

 		 		  3 - 	 	 	  5  

  
 


!   	! 0-1 
 0 +1 




3 





  3   	 	 	 !
	
>3!0 
	
9   9  

1	
   0 " 1        0 " 1  

0

 "

 

1
	   

    0 B1   


3  3 )





 



 *

 )  *

  3! 
	
9   	 	 	 !
	
	
8	 	 *

 *

  
  $	   %-(
  $    &  	!  
  

!  		 	   

	
 
	
    	
   	!
  
	 )!  
  	!	 	 0.1   		 G
   
 
	 
 	!    	  "
     
 




 
   	 	
     0


 
	
1     
  !
 !
 	!
 !  	
  

     	
   0 %- F(1 

  !   0 E1
	
  		  3   	 	 	   
 	
 	! ! 
  

  	!
 	

 
  		
    !
 
	   %- E .(
     	
    !
  

M




3 

	








  3! 
	
9   	 	 	 !
	
	
@  
 

    

	


> 
	
 

 

 
"
!  %-(    	
  
  $	 

 	  
 	!> 		   

	

0J 

	
1   
*       
 
  
 ! "
! 		    & 
  	!
 !  	

 

  		   3   	 	 	   ! 
!  0 E1 A 


   !    	!
 
 !  %-(
 		   	
- %
 #
, 
 ! !  

   	
 		# $
0&1    $ 2 3 05  1 05  1   3 ' 
  3 5	55& @ 	
    3 ' 
   N  
 		   
	 
  

    
	    B55 	 !
   
       
	  
  !!
 55   55+ )  	   @!    		
   	  
   
* 0'1   *
 3   
 !	 
	
	!  - 3 .     	
!	 

 
  
  2   ! !	 

 $     !   @!   
 @! & 
  
 	   3 +  3  55 
 

3 -55 	
D  
  	  ! !   
   0
1
  ! 
 !   	 = 
  
  !	   &5
Æ
    	  	  %&(  
 
		  !       
  	
	   	
        	   @! ' 
    	!	 	 0 ) '1  
  


  	!
 
   	 
  ! 

!  	 0 ) B1   	!   
	
 

	
 
&
 ' 	 
  


  	   3 +
&
 (  	   3  55 
 

3 -55

   !     3 0 1
 
   	   

	
3 

 
	

		  
   
	
 /	     !   	!


 !      !
 !   .

	
>3



 
	
  


	
/ 
	
  

	
  5	55B  #

     
	
 


	
   5
 

 !          	!	 	
 	 		  !
 !  .

	
3 5	B-   
   $   

   
   
 
   !
    
    !  
@! ' 		   

  !
 !  .


 .



" 3 5 	 	 	  .  	    KL 	   


3 




  
   	    	!
  
 
!	 !
 D   
      * 
	
3 &


 

  		
 	!  
 
E 
  ##
,  

 
 	*
  7C)
	  	 
 "
 	!
 
    	 $	  		 !	
 ) 	   	 
    
"
 	   	
 
	 @  		    	
7*!8
 	 	!  	 ! 
 	!"
  ! %+( D  
   		  
	 
1 2 3 4 5 6 7
10−15
10−10
10−5
100
105
Number of iterations
Al
ge
br
ai
c 
er
ro
r
Multigrid   
Gauss−Seidel
1 2 3 4 5 6 7 8
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
Level
Co
nv
er
ge
nc
e 
Ra
te
Gauss−Seidel
Multigrid   
&
 )   
 !
 ! 
  	   
     
 	!
 !
	  	
 
(") *+ ,'  -+ 		+ . -/ 0	 	'  1 1	 ,	 
	  0'+    	
  23"#4"4$ "$$+
() 5+    + 6	+ 7 	1 ' 	  	 0 	  
	 &805 9	+   
  "#32%%24$ "$$2+
(2) /+ & + :	  + ;		+ 7 	1  1	   	1
'	  	 1 	 	+    ""%3<4"=< "$$<+
(#) /+ & + :	  + ;		+ 	1'  	 1 '	3  1 > 1!
1+ 

 

  "3"4%"$< "$$$+
(%) 6+ &,+ 	
 
  
   
	+ ;10 ?0 :,
@ "$<2+
() 6+ A+ 	 	0 	  1	 	 9	 + 	
 
$3"4"<# "$$#+
(4) 6+ A+ 
 
   
  
   
	+
. ;			0	 "$$4+
(<) 6+ A  6+ A+ 1	 	 	  ;0B 1  
		'+ !	  " #3$= =="+
($) *+ C+ 		 	 ' 1 1	  1 	+ " 

#
2#D#E3%<""2   "$$+
